L’opérateur rotationnel

Interprétation

A partir du théoréme de Stokes : f f rotE - dS = § E. dl on passe a la limite d’une surface plane

Contour cntourant S

d aire tendant vers 0 autour d’un point M de normale 4 . En un point de continuité, on obtient :

—_——
—_— —

rotE(x) - %6 ~ § E.dl i signi rotE

ce qui signifie que : rotE(\) - u = égr_r}o 35

Contour autour de M

3?13-52

Le rotationnel d’un champ vectoriel est une circulation par unité de surface.

Par exemple, si un solide est en rotation autour de I’axe Mz  la vitesse angulaire 2, le champ des vitesses est, €n

coordonnées cylindriques ¥ = rQ4, et la circulation sur un cercle d’axe Mz vaut r(2x 2wr = 20 x wr? . Alors

Uinterprétation précédente conduit a (rot ol ) -4, = 2Q. On peut montrer que rot 7 = 20, . Le rotationnel est donc

le double du vecteur taux de rotation du solide. En mécanique des fluides, le rotationnel du champ des vitesses est alors
une mesure du taux de rotation (qui est, pour un fluide une notion locale et non plus globale comme pour un solide). On

—_

nomme EIOt E(M) vecteur « tourbillon ».

Expression en coordonnées orthogonales.

Exemple des coordonnées sphériques

On applique le résultat précédent 4 la surface élémentaire (sur la sphére de
rayon r) associée aux variations élémentaires dd, d¢.

Le déplacement élémentaire y est d7 = rdf 2, + rsindd¢ z,.
L’aire élémentaire est dS = ndf rsinfdg = r’sinf dfdg.
La longueur de Iarc 1 par exemple est rs‘m(é) + d0) d¢ . Il est important ici

de garder le terme (9 + dG) pour que le calcul a faire soit correct & I’ordre 1

en df.
La circulation sur I’arc 1 et sur I’arc opposé est :

E¢(9+d()) Tsm(g + d9)d¢ = E¢(g) T"Sin( )d¢ ~ —-(E smG)d@ rd¢
De méme pour I"arc 2 et I’arc opposé, leur contribution a la circulation est :
By

d
—Eg(¢+dé)7d€ + E0(¢)Td6 =~ —rdf dqs—ag‘

La circulation totalé sur le contour fermé est donc :

(5 _0& _ rasag| 2 (L, sino)- 2L
%(Eé sm@)d@rdd) 2% rdfd¢ =1 ¢39( ¢sm) 5

E‘¢ sm@)—a—E-

) = w

(rotE

il

'rsm0

ZA

- En divisant par I’aire dS on obtient :

Le raisonnement et le résultat se généralisent 2 tout systéme de coordonnés orthogonales qy, 45, gy pour lequel

on écrit d7 = Ryt dgy + oty dgy + hyiiy dgy et

— 9 9
(riE) = Elh—l‘é—i(hzf,‘z) —a—qz(hlEl)}

(Pour les coordonnées sphériques, ¢, =7, % = 0,9, =0et hy=1, hy =7, hy =rsinf )
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L’opérateur divergence

Interprétation

A . - Y 3 imite d’
A partir du théoréme de Green-Ostrogradski : fff divEdV = fjﬂ E.dS on passe a la limite d'un
v

Surface entourant v
volume tendant vers 0 autour d’un point M., En un point de continuité, on obtient : B
E o 1s ~ ff5-as

div E(a1) 6V ~ ‘# E.dS cequisignifie que: divE(m) = 6%}1_1.10 =

Surface autour de N

La divergence d’un champ vectoriel est un flux par unité de volume.

son flux est un débit volumique et sa

Par exemple, en mécanique des fluides, si on étudie le champ des vitesses,
latif de dilatation (ou I’opposé du taux

divergence, en tant que débit volumique par unité de volume est donc le taux re
relatif de variation de la masse volumique).

Expression en coordonnées orthogonales.

Exemple des coordonnées sphériques

On applique le résultat précédent au volume élémentaire associé aux
variations élémentaires dr, d6, d¢.

Le déplacement élémentaire est d7* = dr &, + 7d0 U, + rsindd¢ &, .

Le volume élémentaire est d V = dr rdf rsinfdé = r2sin0dr dfdé.

L’aire de la face 1 par exemple est (r + dr)sin6dg (r + dr)dg. Il est

important ici de g-arder le terme (r + dr) pour que le calcul a faire soit
correct a I’ordre 1 en dr alors qu’on n’a pas tenu compte de la différence
entre sinf et sin(& + dH) car ’expression est déja d’ordre 1 en df.

Le flux sur la face 1 et sur la face opposée est :

(r+ dr)’ sin6d6dg — E,(,y ()’ sin0dodg = {Emw (r+dr)’ = By, (r) |sin6d0dg qui, étant

Er(r+dr

7] . ;
de la forme f(r + dr) — f(r) o~ Efdr est aSSimllfible a —:—T(TZEJ,)dr sin 6d6d¢ .
De méme pour la face 2 et Ia face opposée, leur contribution au flux est :
- M a H !
Eg(p+a0) dr rsm(ﬂ + d9)d¢ - Ee(o) dr rsm(ﬂ)dcﬁ ~ EE(E" smH)dG dr rdo.

I 9 .
Pour la face 3 et sa face opposée, la contribution est %(E¢)d¢ drrdé .
Le flux total & travers la surface fermée est donc :

ar
obtient :

d : 9
9 (r'ZEr)dr sin9d9d¢+5§(Eg smg)dydrm¢+5¢;(E¢)d¢dr7d9. En divisant par le volume dV on

1 Q(EB sin5)+ 1 i(Eé)

P 10 2
divi =5 5" )+ om0 rsind 0¢

Le résultat se généralise a tout systeme de coordonnés orthogonales ql,' g, g4 pour lequel on écrit :

d7 = b, dg + hyi, dg, + hyii, dgy et

= 1 9 -0 19}
oL 19 hhE)+ - E)+-2
divFE hzha{aql( 93 1) dq, (h.3h1 2)+8q3(hlh2E3)

(Pour les coordonnées sphériques, ¢ =7, & = 0,q=¢ct by =1, h, =r, hy = rsinf )
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